4. Rozwiaza¢ w liczbach catkowitych dodatnich réwnanie
(x4 2y +32)(2x + 3y + 2)(3z + y + 22) = 17%

Szkic rozwigzania. Niech (z,y, 2z, k) bedzie takim rozwiazaniem réwnania, dla ktérego suma = +y + z + k jest
najmniejsza. Lewa strona rownania musi by¢ potega liczby 17, zatem kazdy z czynnikéw iloczynu rowniez musi
nig by¢, w szczegblnodci zachodzi zatem 17|x + 2y + 3z, 17|22 + 3y + z, 17|3z + y + 2z, gdyz kazda z tych liczb
jest wieksza od 1. Dodajac te liczby, dostajemy 17|6(x + y + 2), czyli 17|z + y + z. Mamy zatem 17|(3z + y +
22) — ((z+2y + 3z) (x +y + 2)) = 3z, wiec 17|z, identycznie pokazujemy 17|y, z. Ale w takim razie czwérka
(1%, 3%, 15, k — 3) réwniez spetnia dane réwnanie, a jej suma elementéw jest mniejsza od = +y + z + k, co jest
sprzeczne. Ré6wnanie nie ma zatem zadnych rozwigzan. O

5. Liczby dodatnie a, b, ¢ spelniaja zaleznosé ab + be 4+ ca = abe. Udowodnié, ze
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Szkic rozwigzania. Dokonajmy zamiany zmiennych x = -, y = 3, z = % Zalozenie w zadaniu przyjmuje forme

T+ y+ 2z =1, a nieréwnos¢ tezy przyjmuje postac
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Udowodnimy nastepujaca nieré6wno$¢ pomocnicza:
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Ostatnia nieréwnosé jest w oczywisty sposob prawdziwa, zatem nieréwno$¢ pomocnicza jest udowodniona. Ana-

oA 4
" + 2> 2 zsi;% > 22 Dodajac te trzy nieréwnosci stronami, otrzymujemy
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logicznie prawd@ jest réwniez ¥

6. Kazdy punkt na plaszczyznie pokolorowano na czerwono badz niebiesko, przy czym spelniony jest nastepujacy
warunek: Jezeli trzy niewspéliniowe punkty A, B,C sa tego samego koloru, to $rodek okregu wyznaczonego
przez punkty A, B, C réowniez jest punktem tego koloru.

Wykazac, ze wszystkie punkty na plaszczyznie sa tego samego koloru.

Szkic rozwigzania. Przypusémy, ze na plaszczyznie istnieja dwa punkty réznych koloréw, czerwony punkt C
i niebieski punkt N. Rozwazmy okrag o; o érodku w punkcie C' przechodzacy przez N. Na o; moze byé¢ co
najwyzej jeszcze jeden punkt niebieski, zatem jestesmy w stanie narysowac taki okrag og, ze jego srodkiem jest
punkt N, i przecina on okrag oy w dwoch punktach czerwonych, oznaczmy te punkty przez Cy i Cs. Zauwazmy,
ze wszystkie punkty okregu os poza C i Cs sg niebieskie. Rozpatrzmy okrag os o srodku C; przechodzacy przez
N. Tak zdefiniowany okrag przecina okrag oo w dwéch punktach, z ktérych zaden nie jest punktem Cs, czyli sa
to punkty niebieskie, oznaczmy je przez N1 i No. Ale w takim razie na osz sg trzy punkty niebieskie, N, Ny i Ny,
a jego $rodkiem jest czerwony punkt Cy. Otrzymana sprzeczno$¢ zadaje klam stwierdzeniu, ze na plaszczyznie
sg punkty dwoch kolorow, zatem wszystkie jej punkty sa tego samego koloru. O



