1. Wielomian P spelnia dla kazdej liczby z € R réwnosé
P(z)P(2z%) = P(223 4 x)
Udowodni¢, ze jezeli wielomian P ma pierwiastek rzeczywisty, to jest tozsamosciowo rowny 0.

Szkic rozwigzania. Zalézmy, ze P nie jest wielomianem zerowym i niech zy bedzie jego pierwiastkiem o najwiek-
szej wartoéci bezwzglednej. Wtedy 0 = P(223 +x0), zatem 213 + x¢ réwniez jest pierwiastkiem P, ale zauwazmy,
ze |22 +x0| = |wo|, wige zgodnie z doborem naszego pierwiastka nieréwnoéé ta musi byé réwnoécia, czyli 2o = 0.
Zgodnie z rozkladem wielomianéw zapiszmy wiec P(z) = 2*Q(z), gdzie Q(0) # 0. Podstawiajac do réwnania w
zadaniu, otrzymujemy

2*Q(2)(22%)*Q(22%) = (22° + )P Q(22° + )

2k 3R Q(2)Q(227) = 2F (222 + 1)FQ(22° + 2)

Liczba 0 jest 3k-krotnym pierwiastkiem wyrazenia po lewej stronie, a k-krotnym wyrazenia po prawej, musi zatem
zachodzi¢ 3k = k, wiec k = 0. Otrzymujemy zatem sprzecznosé, czyli P musi by¢ wielomianem zerowym. O

2. W tréjkacie ABC przez D, E,| F' oznaczono spodki wysokosci poprowadzonych odpowiednio z A na BC, z B na
CA iz C na AB. Punkty P,Q, R, S sa rzutami prostokatnymi punktu D odpowiednio na BA, BE, CF, CA.
Udowodnij, ze P, @, R, S leza na jednej prostej.

Szkic rozwigzania. Czworokat BCEF jest wpisany w okrag, gdyz <BFC i <BEC sa katami prostymi. Z katow
opartych na tuku BF mamy wigc <BEF = <BCF. Podobnie, katy <DRS i <DCS sa proste, zatem DCSR
mozna wpisa¢ w okrag. Z katéw opartych na tuku DR otrzymujemy <DCR = <DSR, a laczac t¢ réwnoscé z
powyzsza, dostajemy <DSR = <BEF. DS||BE, gdyz obie te proste sa prostopadle do AC, co razem z pokazana
réwnodcia katéw daje nam RS||EF. Zauwazmy, ze identyczne rozumowanie przeprowadzone dla czworokatéw
BCEF i DBPQ pokaze, ze PQ||EF.

Oznaczmy ortocentrum tréjkata ABC przez H. Zachodzi DR||AB, gdyz obie te proste sa prostopadle do C'F, z
katéw naprzemianleglych dostajemy <FAH = <HDR. Czworokat AEHF jest wpisany w okrag, gdyz <AF H i
<AFH sa katami prostymi. Zachodzi wigc <HAF = <HEF'. Analogicznie, DRH(Q jest wpisany w okrag, gdyz
katy <DQH i <DRH sa proste, zatem <HDR = <HQR. Mamy wiec <HEF = <HAF = <HDR = <HQR,
czyli sa to katy naprzemianlegle, zatem QR||EF.

Z otrzymanych zaleznosci PQ||EF, QR||EF, RS||EF natychmiast otrzymujemy teze zadania. O

3. Ukladamy n? plytek w ksztalcie tréjkata réwnobocznego o dilugosci boku 1 w tréjkat réwnoboczny o boku
dtugosci n. Kazda z naszych plytek jest pokolorowana z jednej strony na czarno, a z drugiej na bialo. Mozemy
wykonaé¢ ruch w nastepujacy sposéb: Wybieramy plytke P majaca wspolne boki z co najmniej dwiema innymi
plytkami, ktérych widoczne strony maja kolor rézny od widocznej strony plytki P. Nastepnie odwracamy ptytke
P na druga strone.

Dla wszystkich n > 2 rozstrzygnaé, czy istnieje poczatkowe utozenie ptytek, pozwalajace na wykonanie nieskon-
czonego ciagu ruchéw.

Szkic rozwigzania. Krawedzia graniczng bedziemy nazywaé wspdlny bok dwdch ptytek, ktérych widoczne strony
sg roznych koloréow. Zauwazmy, ze liczba krawedzi granicznych okreslona jest nieujemna liczba calkowita, nie-
przekraczajaca liczby wszystkich wspdlnych krawedzi miedzy naszymi plytkami.

Aby wykonanie ruchu dang ptytka bylo mozliwe, musi ona sgsiadowaé z dwiema plytkami innego koloru, czyli
posiada co najmniej dwie krawedzie graniczne. Przypusémy, ze wykonujemy ruch pewna ptytka P. Zaobserwujmy
nastepujace fakty: po pierwsze, zmieni¢ moga sie wlasciwodci jedynie krawedzi ptytki P, po drugie, jezeli przed
wykonaniem ruchu dana krawedz byta krawedzia graniczna, to po wykonaniu ruchu nia nie bedzie, i odwrotnie -
krawedz, ktora nie byla krawedzia graniczna, takowa sie staje. To oznacza, ze przy wykonaniu ruchu co najmnie;j
dwie krawedzie graniczne znikaja, a pojawia sie co najwyzej jedna nowa, wiec liczba krawedzi granicznych
wraz z kazdym ruchem maleje. W takim razie liczba ruchéw jest ograniczona przez poczatkows liczbe krawedzi
granicznych i nie istnieje zadne ulozenie, dla ktérego mozna wykonaé nieskonczony ciag ruchéow. O



