1. W szesciokacie wypukltym ABCDEF wszystkie katy wewnetrzne maja taka samag miare. Udowodnié¢, ze AB +
BC =DE + EF.

Szkic rozwigzania. Oczywiscie miara kata ABC DEF wynosi 120°. Przedtuzmy boki BC, DE, F A danego sze-
Sciokata i oznaczmy przeciecia bokéw BC, F'A przez K, DE, BC przez L, FA, DE przez M. Z rachunku katéw
trojkaty AKB, CLD, EMF, KLM sa tréjkatami rownobocznymi. Mamy zatem

AB+BC=KB+BC=KC=KL-LC=LM—-LD=MD=DE+ ME=DE+EF

O
2. Liczby a, b, c > 0 spelniajg a + b + ¢ = 3. Udowodnié, ze
a n b n c o 3
4+1 2+1 a2+17 2
Szkic rozwigzania. Przeksztalémy wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci:
a a(b® + 1) — ab? ab? ab? ab
= = a — > aqQ—  — =QqQ — —
b2 +1 +1 b2 +1 20 2
Analogicznie 62—11 >b-— %, azj-l > ¢ — 5. 7 przeksztalconej nieréwnosci srednich a®? + b% + ¢? > 3, napiszmy
zatem
9=(a+b+c)? =a®+b*+c®+2ab+ 2bc + 2ca > 3 + 2(ab + be + ca)
3 _ (ab+bc+ ca)
— 2 -~ 0 @@ 7
2 2
Wracajac do nieréwnosci postawionej w tezie, dostajemy
a n b n c S aber chr ca>3 3 3
a— — ——+4c— — —=—==
+1 2+1 a2+17 2 2 2~ 2 2
O
3. Dana jest liczba naturalna m. Definiujemy ciag a,, w nastepujacy sposob:
ap =m
Ant1 = ma, + /(M2 —1)(a2 — 1) dlan > 1
Wykazaé, ze wszystkie wyrazy tego ciagu sa liczbami naturalnymi.
Szkic rozwigzania. Przeksztalcajac podany w zadaniu wzor rekurencyjny, otrzymujemy
(an+1 —man)® = (m* - 1)(a; — 1) (1)

i w konsekwencji

(an —man-1)* = (m* = 1)(ap_, — 1)

2 2 2 2.2 2 _ 2
a, —2manap_1 +m-a,_; =m-a, —m°—a,_;+1

2 2 2
a, +m” —1=—a,_; +2mayan_1
2 2 2 2 2 2 2
a, +m° —1—-m%a, = —a;,_; + 2ma,a,—1 —m-a;,
2 2 2
(m*—=1)(1—-a2) = —(an—1 — may,)

(m? = 1)(ap = 1) = (an-1 — may)”

Korzystajac z (1) otrzymujemy (a,41—ma,)? = (a,_1—may)?. Ze wzoru danego w zadaniu wynika a,, 1 —ma,, >
0,ap—1 — ma, < 0, wiec zachodzi réwnosé¢ a,+1 — ma, = ma, — ap—1 = anp4+1 = 2mMa, — a,—1. Obliczajac
a1 = m,as = 2m? — 1, z dalszej prostej indukeji wynika teza zadania. O



4. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé {/n! < "*{/m
Szkic rozwigzania. Podniedmy nieréwnos$é obustronnie do potegi n(n + 1):
()" <+ D" = ((n+1)n)" = (n+1)"- (n)"
nl<(n+1)"
Jednoczesnie w oczywisty sposéb zachodzin!=1-2-...-n<n-n-...-n=n" < (n+1)". O

5. Dany jest trojkat ostrokatny ABC, przy czym AB # AC. Dwusieczna kata A przecina bok BC' w punkcie V|
natomiast D jest spodkiem wysokosci poprowadzonej z A. Okrag opisany na trdjkacie AV D przecina boki AB
oraz AC w punktach odpowiednio F i F. Pokazaé, ze proste AD, BE, C'F przecinaja si¢ w jednym punkcie.

Szkic rozwigzania. 7 definicji wyboru punktéw zachodzi AD 1 VD, zatem AV jest $rednica okregu opisanego
na AV D. Z tego od razu AE L VE oraz AF L VF. Zachodzi <FAV = <F AV (AV jest dwusieczna), a zatem
AFE = AF oraz VE = VF. Mamy wiegc

AF BD CE CE BD VE-ctgqACB AD  ctg<ABC
FB DC EA FB DC VF - ctgqABC AD -ctg<ACB

co z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Cevy daje teze zadania. O

6. Niech n € Niz,y € Rt beds takie, ze 2™ + y™ = 1. Udowodnié, ze

1+ 2% 1+ g% 1
<
(;1—&—304’“)(;1—1—344’“) (1-2)1-y)

142

Szkic rozwigzania. Pokazemy, ze dla liczb t € (0;1) zachodzi 7 7 < % Istotnie, w tym przedziale

(1-t)(1 -t >0

1—t—t24+t*>0
T+ t* > (1 +t%)
1 1+

>
to 14t

Korzystajac z powyzszego, mozemy napisa¢ od razu

i1+t2k<i;:ﬁ—%: 1
el B A R 1-1 tn(1—t)

Wracajac do tezy zadania

n 1+$2k n 1+y2k 1— " 1_yn yn " 1
5> Qo ) < = =

Lttt e Ly e (l—z)yr(l-y)  2"(l-2)y*(1-y) (1-2)(1-y)




c a? b2 c? _
+ at+b 17 to b+c + c+a + at+b 0.

.z . P . a b
7. Udowodni¢, ze jezeli 33 + 2
Szkic rozwigzania. Pomnézmy pierwsza réwno$é¢ dang w zadaniu przez a.b i c:

a? ab ca

b+c+c+a+a+b:a

ab b? be

b+c+c+a+a+b:
2

b

ca be c
+ + =c
b+c c+a a+b

Dodajac wszystkie powyzsze réwnania, dostajemy

a2+ab+ca+ab+b2+bc+ca+bc+cg_+b+
b+¢ ¢c+a a+b b+c c+a a+b b4+c c+a aer_a ¢
a? b? c? blc+a) cla+d) alb+c)
= b
b+c+c+a+a+b c+a a+b + b+c atbhte
a? b2 2
b = b
pret s tagptatbre=atbe

a? b2 2

b+c+c+a+a+b:

8. W trdjkacie ostrokatnym ABC odcinki AA’, BB’,CC’ sa wysoko$ciami. Udowodnié, ze
AB +BC +C'A <2-AA

Szkic rozwigzania. Niech odpowiednio X i Y beda odbiciami punktu A’ wzgledem prostych AB i AC. Okrag o
$rednicy AC musi przechodzié¢ przez punkty A’, C’, zatem <BC’A’ = 180° — < AC' A’ = <AC B oraz analogicznie
<qAC'B’ = <ACB. W takim razie zachodzi <AC’'B’ = <XC’B, wiec punkt X lezy na prostej B’C’; dokladna
analogia pokazujemy, ze Y réwniez lezy na B’C”. Zachodzi wiec A’B'+B'C'+C'A' =YB'+B'C'+C'X =Y X.
Ale z nier6wnodci tréjkata Y X < YA+ AX =2 AA'. O

9. Dany jest ciag liczb naturalnych a, = 2" + 3" 4+ 6™ — 1,n € N. Cazy istnieje liczba m € N, ktora jest wzglednie
pierwsza ze wszystkimi wyrazami ciagu a,?

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze mozemy ograniczy¢ poszukiwanie liczby m do liczb pierwszych, wybierzmy
zatem dowolna liczbe pierwsza p. Dla p = 2, 3 sprawdzamy recznie, ze 2|ay oraz 3|ag, dalej p > 3. Zauwazmy, ze
w R zachodzi 2714371 +67! —1 = 0, i rozpatrzmy analogiczna liczbe modulo p korzystajac z malego twierdzenia
Fermata:

27 4346t — 1= 2432 Pt =6 (3P T (2P T ) 1 =
=623 )+ @) +1)-1=6"%(3+2+1)-1=6""'~1=0 (mod p)

To oznacza, ze dla kazdej liczby p > 3 zachodzi pla,—_2, zatem nie istnieje zadna liczba m spelniajaca warunki
zadania. O



10.

11.

12.

Niech ABC' bedzie tréjkatem réwnobocznym, a P punktem na kréotszym tuku AC okregu opisanego na ABC.
Udowodnié, ze PB = PA+ PC

Szkic rozwigzania. Niech D bedzie przecigciem odcinkéw AC i BP. Czworokat APC B jest wpisany w okrag, wiec
<IAPB = <ACB = 60°, oczywiscie <ABD = <ABP, zatem z rachunku katéw AABD ~ APBA. Analoglcznie
pokazujemy ACBD APB C. Mozemy zapisa¢ nastepujace stosunki bokéw dla naszych podoblenstw = LB

= 4B
oraz g—g = Odpovvlednlo przeksztalcajac, wyznaczamy PA = P B -AD i PC = P B -CD = CD wiec
PA+PC =58 .AD+ 58 .CD =48 . AC = PB. O
Liczby dodatnie x i y speliaja z3 + y3 = 2° + y°. Wykazaé, ze
2+’ <1+axy
Szkic rozwigzania. Pomnozymy nieréwnosé przez =3 + y3:
1:+17y +yz +y 1:+y +xy+:z:y
v (x +y) <zy(a® +y°)
0< (@+y)(@® +ay+y* —ay) = (z +y)(z —y)°
O

Rozwazmy wszystkie k-elementowe podzbiory zbioru {1,2,...,n}, gdzie 0 < k < n. W kazdym z tych podzbioréw
wybieramy liczbe najmniejsza. Wyznaczy¢ srednia arytmetyczna wszystkich wybranych w ten sposéb liczb.

Szkic rozwigzania. Lemat. () = > (kil)

i=k—

Udowodnimy lemat, korzystajac ze wzoru (Z) = ( ) (" 1) Zauwazmy, ze

n n—1 n—1 n—1 n—2 n—2
()= G+ () = (o) = G+ (7).

(o) (o) G e )+ ()

k—1 k—1 k—1 k—1 k

n—1 n—2 n—3 k+1 k k
(o) G () )+ 50+ ) -

S IS S Y A

k—1 k-1 k-1 k—1 k-1 k-1

- nzll<ki1>

i=k—

Sprawdzmy, ile istnieje k-elementowych zbioréw, ktérych najmniejszym elementem jest j. Do tego elementu
nalezy dobra¢ jeszcze k — 1 elementéw, ktére wszystkie sa wieksze od j, co mozemy zrobi¢ na (271) Sposobéw.
Mozemy zatem policzy¢ pozadana Srednig: wynosi ona

n—k+1

Rozpatrzmy licznik otrzymanego utamka:
n—k+1 n _j n—k+1 n— ] n—k+1 n— j n—k+1 n _j n—k+1 n _j
Zj<k—1>: 2} (k—1>+ : (k—l)+ , (k—1>+“'+,z (k—1>
nflnfl n—j _n_kH n—i+1\ (n+1
k—1) 4 k C\k+1

i=1 =i i=1

n—k+1 .
Z i(i) (111
Zatem ostatecznie —= = Akt — nfl O
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