1. Zalézmy, ze liczba = € R spelnia réwnanie = + % = /7. Obliczy¢ wartoéé¢ wyrazenia x> + ;—3

Szkic rozwigzania. Podnoszac dana réownosé do trzeciej potegi, otrzymujemy

( 1 11
4327 — 43—+ =TVT
T x x
5 11
2 +3r+3-+ 5 =77
T xT

1
x3+3\f7+?:7\ﬁ

2. Rozwiazaé uklad réwnan
(y+2)(z+y+z2)=2
(z+z)(x+y+2)=6
(x+y)(r+y+2z)=10

Szkic rozwigzania. Dodajmy wszystkie réwnania stronami. Otrzymujemy w efekcie 2(z + y + 2)? = 18, zatem
r+y+2z=3badz z+y-+ 2z = —3. Rozpatrzmy najpierw przypadek z +y + z = 3, wtedy z pierwszego réwnania

(3 — z) -3 =2, zatem po przeksztalceniach dostajemy x = % W drugim réwnaniu mamy wiec (z + %) -3=206,1z
czego z = —%, i ostatecznie y = 1. Dla przypadku = 4+ y + z = —3 w analogiczny sposob otrzymujemy x = —%,
z= %, y = —1. Dwoma rozwigzaniami uktadu sa zatem tréjki (%, 1, f%), (fg, -1, %) O

3. W szedciokacie wypuklym ABCDEF wszystkie katy wewnetrzne maja taka sama miare. Udowodni¢, ze AB +
BC =DE + EF.

Szkic rozwigzania. Oczywiscie miara kata ABCDEF wynosi 120°. Przedtuzmy boki BC, DE, F'A danego sze-
$ciokata i oznaczmy przeciecia bokéw BC, F'A przez K, DE, BC przez L, FA, DE przez M. Z rachunku katéw
trojkaty AKB, CLD, EMF, KLM sa tréjkatami réwnobocznymi. Mamy zatem

AB+BC=KB+BC=KC=KL-LC=LM—-LD=MD=DE+ MFE=DE+FEF



4. Bartek z Asig zebrali trzy razy wiecej grzybow niz Kacper, natomiast Asia wraz z Kacprem - pieé¢ razy wiecej
grzybéw niz Bartek. Kto uzbieral wiecej grzybow: Bartek razem z Kacper, czy Asia?

Szkic rozwigzania. Niech a bedzie liczba grzybéw zebranych przez Asie, b przez Bartka, k przez Kacpra. Wtedy
mozemy napisaé

a+b=3k

a+k=>5b

Dodajac rownania stronami, dostajemy 2a + b+ k = 3k +5b = 2a =2k +4b = a = k + 2b. Ale wiemy, ze
b > 0, gdyz w przeciwnym razie okazaloby sie, ze nikt nie zebral zadnego grzyba, a zatem a = k 4+ 2b > k + b,
czyli Asia zebrata wiecej grzybéw niz Bartek i Kacper razem wzigci. O

5. Niech r i R oznaczaja odpowiednio promienie okregu wpisanego oraz opisanego na tréjkacie prostokatnym,
ktorego przyprostokatne maja diugosci a i b. Udowodnié, ze a + b = 2(r + R).

Szkic rozwigzania. Oznaczmy wierzcholki tréjkata przez A, B, C, gdzie C jest wierzchotkiem przy kacie prostym,
a dhugosé przeciwprostokatnej przez AB = ¢. W trdjkacie prostokatnym przeciwprostokatna jest srednicg okregu
opisanego, zatem ¢ = 2R. Niech I bedzie érodkiem okregu wpisanego w nasz tréjkat, a D, F, F' jego punktami
stycznoéci odpowiednio z bokami AB, BC, C'A. Czworokat C ETF jest kwadratem, gdyz ma wszystkie katy proste
i dwa boki réwne, wiec CE = CF = r. Ze wzgledu na stycznosé, zachodza rownosci AD = AF = AC — CF =
AC —r oraz BD = BC — BE = BC — r. Dodajmy te réwnania:

AD+BD =AC —r+BC —r — AB+2r=AC+BC — 2R+2r=a+b

6. Wykazaé, ze dla dowolnej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé ¥/n! < "/(n + 1)!
Szkic rozwigzania. PodnieSmy nieréwno$é obustronnie do potegi n(n + 1):
()" < (n+ D" = ((n+1)n)" = (n+1)"- (n))"

nl < (n+1)"

Jednoczesnie w oczywisty sposéb zachodzin! =1-2-...-n<n-n-...-n=n" < (n+1)". O



7. Rozpoczynajac od pewnej liczby naturalnej, wypisano pieé kolejnych jej wielokrotnosci. Suma trzech najmniej-
szych z nich wynosi 6666. Ile wynosi suma trzech najwiekszych z tych wielokrotnosci?

Szkic rozwigzania. Niech nasza liczba naturalna bedzie n. Zauwazmy, ze pie¢ kolejnych jej wielokrotnosci w
zadaniu to liczby n, 2n,3n,4n,5n. W takim razie suma najmniejszych trzech z nich to n + 2n + 3n = 6666 —
6n = 6666. Suma trzech najwiekszych wielokrotnosci to 3n +4n+5n=12n=2-6n =2 - 6666 = 13332. O

8. Wykazaé, ze w pieciokacie wypuklym kazdy kat jest mniejszy od polowy sumy pozostalych katéw.

Szkic rozwigzania. W pieciokacie suma katéw wynosi 540°. Wybierzmy pewien kat tego pieciokata i oznaczmy
przez . Jako ze jest to pieciokat wypukly, a < 180°. Oznaczmy sume pozostalych katow tego pieciokata przez
S. Zachodzi w takim razie a + 5 = 540°. Ale uzywajac powyzszej nieréwnosci S + a < S + 180° = 540° <
S +180° = 360° < S = 180° < % 7 tego natychmiast otrzymujemy wiec o < 180° < g czyli nasz kat

jest mniejszy od polowy sumy pozostalych katéw. O
9. Udowodnié, ze jezeli ﬁ“c + CJFLQ + aib =1, to ﬁi + cl-% + acjb = 0.

Szkic rozwigzania. Pomnézmy pierwsza réwno$é¢ dang w zadaniu przez a.b i c:
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Dodajac wszystkie powyzsze réwnania, dostajemy
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10.

11.

12.

Czy istnieje liczba naturalna n > 1 taka, ze n3 jest iloczynem trzech kolejnych liczb naturalnych?

Szkic rozwigzania. Przypudémy, ze teza zadania jest prawdziwa. Wtedy istnieje liczba naturalna k taka, ze
n® = (k — 1)k(k + 1). Rozwazmy, jaka liczba musi byé wtedy k. Jezeli k = n. to n3 = (k — 1)k(k + 1) =
(n—1nn+1) = n(n?>—-1) = n® —n < n3, co jest sprzeczne, czyli k > n. Jednoczeénie gdy k = n + 1,
n®=(k—1k(k+1) =n(n+1)(n+2) = n3+3n?+2n > n3, co réwniez jest sprzeczne, zatem k < n+ 1. Ale nie
istnieje zadna liczba naturalna pomiedzy n i n+ 1, wiec otrzymujemy sprzeczno$é, ktéra dowodzi, ze szukana w
zadaniu liczba n nie istnieje. O

Dana jest lista n zdan. Zdanie o numerze k (gdzie k = 1,2,...,n) brzmi "na tej liscie jest dokladnie k zdar
fatszywych". Ktére sposrod zdan na tej licie sg prawdziwe?

Szkic rozwigzania. Zauwazmy, ze zadne dwa zdania napisane na licie nie moga by¢ jednoczesnie prawdziwe. To
oznacza, ze zdan prawdziwych jest 0 badZ 1. Z drugiej strony, co najmniej jedno zdanie na pewno musi by¢é
prawdziwe, bo jezeli wszystkie n zdan byloby falszywe, zdanie o numerze n jest prawdziwe - sprzecznos¢. W
takim razie doktadnie jedno zdanie jest prawdziwe, wiec n — 1 zdan jest falszywych, a zatem naszym jedynym
prawdziwym zdaniem jest zdanie o numerze n — 1. O

Niech ABC' bedzie tréjkatem réwnobocznym, a P punktem na krétszym tuku AC okregu opisanego na ABC.
Udowodnié¢, ze PB = PA+ PC

Szkic rozwigzania. Niech D bedzie przecieciem odcinkéw AC i BP. Czworokat APC B jest wpisany w okrag, wiec

<APB = <ACB = 60°, oczywiscie <ABD = <ABP, zatem z rachunku katéw ANABD ~ APBA. Analogicznie

pokazujemy ACBD ~ APBC. Mozemy zapisa¢ nastepujace stosunki bokéw dla naszych podobienistw: % = %

oraz % = %. Odpowiednio przeksztalcajac, wyznaczamy PA = % -AD i PC = % -CD = % -CD, wiec

PA+PC =58 . AD+ 52 .CD =48 . AC = PB. O



